Chapitre 5 Terminale S

Chapitre 5 Logarithmes

Réactiver les savoirs, p. 136

Utiliser les propriétés de la fonction exponentielle
QCcM
1. Réponse A.
L’équation €* = -2 n’a pas de solution, car " est strictement positif pour toute valeur de x.

2. Réponse B.
L’équation €* = 3 équivaut a x = In 3 : cette équation a donc une seule solution : In 3.

3. Réponses A et C.
e® = 1, donc la courbe représentative de la fonction exponentielle passe par le point de
coordonnées (0 ; 1).
e! = e, donc la courbe représentative de la fonction exponentielle passe par le point de
coordonnées (1 ; €), mais pas par le point (1 ; 0).
e® n’est pas égal a 1, donc la courbe représentative de la fonction exponentielle ne passe pas par
le point de coordonnées (e ; 1).

4. Réponses A et D.
e est bien égal & 1, donc la réponse A est correcte.
(e?)3 = e2*3 = e®, donc la réponse B est fausse.

_ . 1 . N ‘ . .
elest égal & - Mais pas a—e, donc la réponse C est fausse et la réponse D est juste.

5. Réponses A et C.
Les réponses A et C sont justes : ce sont des propriétés du cours.
La réponse B est fausse : e* x e® = e et ¢’est différent de ¢* car a + b est en général différent
deaxh.
La réponse D est fausse : par exemple,sia=0etb =0,
alorse®P = e®=1lete? +eP=e® +e0=1+1=2.

6. Réponses B et D.
La réponse A est fausse : en effet, e ® est strictement positif, alors que — e® est strictement
négatif.
La réponse B est juste : c’est une propriété du cours.
La réponse C est fausse : par exemple, sia=0, alorse?=e’ =1 et 2¢® = 2e° = 2.
La réponse D est juste : en effet, (e%)? = e3*? = ¢24,
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7.
Déterminer le signe d’une expression
Exercices
7. f(x) = (x — 3)(x + 3). Avec la régle du signe du trinbme du second degré :
f(x) > 0 sur J—oo ; —3[ et sur]3 ; +oo[ ;
f(x) <Osur]-3; 3[;
f(x)=0six=-3oux=3.

8. A=21%: le trinbme —12x* + 3x + 9 a deux racines —% et 1.L’ensemble des solutions est ]—% ;1L

9. Pour x #£2, i—i a méme signe que le trindbme du second degré (x + 1)(x — 2), de racines —1 et 2.

L’ensemble des solutions est ]-o0 ; —1[ U ]2 ; +oo[.

10. Puisque €* > 0 pour tout réel x, ’ensemble des solutions est R.
11. g(x) est calculable si et seulement si —5x + 4 >0, soit X < g.

12. h(x) est calculable si et seulement six—7>0et X+ 5 >0, ce qui équivaut a x> 7.

13. j(x) est calculable si et seulement si (x — 7)(X + 5) > 0, soit X € J-o0 ; —5] U [7 ; +oo].

Calculer des dérivées et des limites
Vrai ou faux ?

14.Faux.
En effet, f est de la forme e" avec u(x) = x* + 4, donc f > = u’e".

Puisque u’(x) = 2x, la dérivée de f est telle que : f(x) = 2xe¥’ 4,

15.Vrai
En effet, f = u x v, avec u(x) = x et v(x) = €%, donc f> = uv’ + u’v avec u’(x) = 1 et v’(x) = 2e*.
D’ou : f’(x) = 2xe® + 1e* = (2x + 1)e*.

16.Faux.
En effet, d’apres le cours, cette limite est égale a +oo.

17.Vrai.
On factorise par x : f(x) = x (% - 1). La limite de % en +oo est +oo, donc celle de e? —1en+w

est aussi +oo. Par produit, on en déduit que la limite de f en +oo est +oo.

18.Faux.
En effet, d’apres le cours, cette limite est égale a 1.
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Faire le point, p. 156

Résoudre des équations et des inéquations

1. Réponse B.

Conditions d’existence : x—4 >0 et x — 6 > 0, ce qui équivaut a x > 4 et x > 6, soit x > 6.
Pour x > 6, I’équation équivaut a : In ((x — 4)(x — 6)) = In 3, soit (x — 4)(x — 6) = 3.

Ceci équivaut a x> — 10x + 24 = 3, soit & x> — 10x + 21 = 0.

Le discriminant de cette équation du second degré est : A =100 —4 x 21 = 16.

, . . 10—-4 10+4
Cette équation a deux racines : x’ = - = Jetx’ = — = 7.

En tenant compte de la condition d’existence X > 6, on en déduit que la seule solution de cette équation
est 7.

2. Réponse B.

Conditions d’existence : X + 2 >0 et x + 3> 0, ce qui équivaut a x > -2 et x > -3, soit x > -2.

On remarque que % In36=Inv36=1In6.

Pour x > -2, I’inéquation équivaut a : In (x + 2)(x + 3)) <In 6, soit (x + 2)(x + 3) <6.

Ceci équivaut & x> + 5x + 6 < 6, soit X* + 5x < 0, ou encore X(x + 5) < 0.

x* + 5x est un polyndme du second degré de racines 5 et 0. Le coefficient de x* est positif, donc
x* + 5x est négatif ou nul pour x compris entre les racines -5 et 0.

Comme on a supposé x > -2, on en déduit que I’ensemble des solutions est]-2 ; 0].

3. Réponse C.

Condition d’existence : X > 0.

On effectue le changement de variable X = In x.

L’inéquation s’écrit alors : X 2+ X — 6 < 0.

Le discriminant du polynéme du second degré X >+ X —6 est: A=1—4 x (—6) = 25 = 5%

Ce polynéme a deux racines X > = %_5 = 3etX ="

X 2+ X — 6 est un polyndme du second degré de racines —3 et 2. Le coefficient de X ? est positif, donc
X 2+ X — 6 est négatif ou nul pour X compris entre les racines —3 et 2.

Alors: -3<X<2 e 3<Inx<2 e e <x<e par croissance de la fonction exponentielle.

Les valeurs de x trouvées étant strictement positives, I’ensemble des solutions de cette inéquation est
[e2; €.

4. Réponse D.
Pour x > 0, f(x) = 0 si et seulement si In(x) — 4 = 0, soit In(x) = 4, soit x = e*. Donc la réponse A est
fausse.

" iy xxi—(ln(x)—zt)xl _ 1-In(x)+4 _ 5-In(x)
f est dérivable sur JO ; +oo et f *(x) = o =— =

Ainsi, f*(x) = 0 si et seulement si 5 — In(x) = 0, soit In(x) = 5, soit x = e°. Donc la réponse B est fausse.
f°(x) < 0 équivaut a5 — In(x) < 0, soit In(x) > 5, soit x > e>. Donc la réponse C est fausse.

Puisque f *(x) est négatif sur [e®; +oo[, la fonction f est décroissante sur cet intervalle : la réponse D est
juste.

Utiliser la relation fonctionnelle
5. Réponses A, C et D.
3
In(@%) = 5In(a) ; In(b™®) = —3In(b) ; |n(%) = 3in(

ﬁ) = -3Invb = —In(b).
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D’ou : In(@°) — In(b®) — 3In(a) + 4In(i 3= 5In(a) + 3In(b) — 3In(a) — 6 In(b) = 2In (a) — 3In(b).

%)
La réponse A est juste.

La réponse B est fausse, car In (a?0®) = In(a?) + In(b*) = 2In(a) + 3In(b).
La réponse C est juste, car In(Z—z) = In(a® - In(b*) = 2In(a) - 3In(b).
La réponse D est juste, car In(@?) + In(b™) = 2 In(a) — 3In(b).

6. Réponse B.
In(eve) = Ine) + In(ve) =1 +-In(e) =1 + ==

|n(§)2 = 2In(3) = -2ln(e) = -2.

_ 1 _1
eh@- 1 _1

ean 2"
2n+1
1
(m (g)) =(2n+1)In (1) =—(2n + Din(e) =-2n - 1.
s . 1 2 @) 1 2n+1 3 1 B
D’ou: In(e\/E)—In(g) —e "+ (ln(;)) =-+2---2n-1=2-2n

Calculer des limites avec le logarithme népérien

7. Réponse A.

lim,_,o In(x) =0 et limy,_q(—x + 1) = 1, donc lim,_,, f (x) = —0
La réponse A est juste.

limy o f (x) = o0 et lim 5o (x) = 0", d’ou lim, o —= f( ) = o,

La réponse C est fausse.
En +o0, on a une forme indéterminée « oo — oo », On factorise par X :

In(x) In(x) In(x) _
x) = X(P2 — 1) + 1. On sait que lim, e, o2 = 0, d"0i iy (o2 — 1) = -1,

Ainsi, lim,_, o, x (lnix)

— 1) = —oo, puisque lim ,_,; ,(x) = +o0.

On en déduit : limx_>+°o f(x) =—0: laréponse B est fausse.
££§2 In(x) In(x)
X

X
réponse D est fausse.

f(x):_l.la

-1 + . Puisque lim,_,, ,——==0c¢t hmx—>+oo =0, on en déduit : limy 40—

8. Réponses C et D.

lim,_o(2In(x) —3)=21In(e) -3 =-1.

lim,_,.(In(x) — 1) = In () — 1 = 0. Puisque x > e, on peut préciser : lim,_,,(In(x) — 1) =0".
On en déduit, par quotient : lim,_,. f(x) =—oo.

Donc la réponse A est fausse.

r . , .« 4 [oe] . 5
En +o0, on se trouve en présence de la forme indéterminée «=>. Puisque In(x) ne s’annule pas

In(x )( ln(x)) 2- ﬁ

In ( )(1_m) 1- lntx) .

sur ]0 ; +oo, on peut factoriser par In(x) : f(x) =

3
2_ e,

1 _ s N 1: In(x) _ 2
e 0,d’oulim ,_, ;& _lntx) .

Puisque lim ,_,, o, In(x) = 400, 0nalim ,_ ;o =0etlim 4,40

3
In(x)

La limite de f en +oo est 2, donc la réponse B est fausse.

Puisque lim ,_,, o f(x) =2 etlim ,_, ,(x) = 400, Oon en déduit : lim,_, ; fT =0, donc la réponse C

est juste.
Puisque lim ,_,, o f(x) =2, alors lim ,_,, o, ( f(x) —2) =0 laréponse D est juste.
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Etudier des fonctions de la forme In u
9. Réponses A et D.

2e +1
f est de la forme In(u), avec u(x) = % doncf’ = %’ .
—3e*
s _2e¥(e*-1)—(2e*+1)e* _ -3e¥ , L w(x) _ (e¥—p2z _ —3e* e*—1 _ —3e*
u(x) = (e*—1)2 T (e¥-1)?’ d’od u(x) Zix"'l T (e¥-1)2 T 2e%+1  (e¥-1)(2e¥+1)
et—1

Donc la réponse A est juste et la réponse B est fausse.

lim, (2 e + 1) = 3 et limx-o(2e* — 1) = 0" (car 2e* — 1 > 0 pour x > 0).
x>0

D’ou lim,._,o u(x) = +oo et par composition : lim,_,q f(x) = lim y_,; In(X) = +oo0.
La réponse C est fausse.
En +oo, U(X) se trouve sous la forme indéterminée « % ». On factorise par €*:

(24 %) 2+ . : o . 1
u(x) = e"g - ‘ix)) =3 ¢ Puisque lim,,_, ;o €* =+oo, on en déduit que lim,_, ;o == 0 et donc

limy o u(x) =2.
Par le théoréme de la limite d’une composée : lim,._, ;o f(x) = gmz In(X)=1In2.

La réponse D est donc exacte.

10. Réponses B et D.
f est de la forme In(u), avec u(x) = In(x). On adonc : u’(x) = i :
1
PPN _wx) _ oy _ 1 . p
Ainsi, f°(x) = 2 - e~ e Donc, la réponse A est fausse et la réponse B exacte.
lim,_, In(x) =0, d’ou lim,._,; f(x) = limy_,,In(X) = —o0 : la réponse C est fausse.
lim,_, ;o In(x) = 400, d’ot lim,_, o, f(x) = limy_, ;o In(X) = 400 : laréponse D est exacte.
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