109 1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, on note P(n) :u, > 2",
Initialisation : u1=02+1=1;u;=12+1=2;uU3=2+1=5;u=5*+1=26
et 24= 16, donc us > 2*. Donc P(4) est vraie.
Héredité : on considére un entier naturel n supérieur ou égal a 4 tel que P(n) est
vraie, ¢’est-a-dire tel que u, >2".
On montre que P(n + 1) est vraie, ¢ est-a-dire que un+1 >2" "1,
Ona: u,>2"
Or pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, un et 2" sont positifs.
Donc par croissance de la fonction carré sur [0 ; +oo[, un2 > (2")? puis un? > 22" et
doncun2+1>2%+1,
Comme Un+1=Un?+ 1 0nadonc un+1>2%"+ 1.
On cherche a demontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4 :
22n +1>2n + 1.
Or 22n + 1_2n+1: 22n_2n+1+ 1

=22 -2x2"+1

:(zn _ 1)2
DonC Un+1>22"+1et 22"+ 1>2"*1 Donc up+1>2"*1,
P(n + 1) est donc vraie.
Conclusion : la propriété est vraie au rang 4 et est héréditaire.
Donc, d’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n supérieur ou
égal a 4, P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que I’on a un > 2" pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 4.

2. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, on a u, >2". 2" est de la forme
q"avec q>1,donc lim 2™ = +4oo.

n—-+oo
Donc, par comparaison, lim u, = +oo.
n—+oo

Donc la suite (un) ne converge pas. Elle diverge et sa limite est +co.



